Tema 3. Concepto de Probabilidad

Presentacion y Objetivos.

El Caélculo de Probabilidades estudia el concepto de probabilidad como medida de
incertidumbre. En situaciones donde se pueden obtener varios resultados posibles, la Teoria de
la Probabilidad proporciona métodos para cuantificar esa variabilidad en el resultado del
experimento. Se describen tres interpretaciones de la misma, adecuadas seglin sea el contexto y
las hipétesis de trabajo: clasica, frecuentista y la probabilidad como grado de confianza. Se
ilustran los axiomas que verifica la probabilidad, que se cumplen bajo cualquier interpretacion

de la misma y su uso. Se dan reglas practicas de asignacion de probabilidades.
Los Objetivos de este Tema son:

1. Conocer las diferentes interpretaciones de la probabilidad.
2. Manejar la notacién conjuntista para representar y operar con probabilidades.

3. Calcular probabilidades mediante la regla de Laplace.

Esquema Inicial.

Introduccion
Interpretaciones de la probabilidad
Definicion axiomatica de la probabilidad

Cuantificacion de la probabilidad

A S e

Anexo: Métodos de conteo para determinacion de probabilidades

Desarrollo del Tema

1. Introduccién

Cuando se estudia una muestra de una poblacion, el problema central es inferir las propiedades
de ésta a partir de la muestra. Para ello se necesita un modelo de la poblaciéon, una
representacion simboélica de su comportamiento que permita esta generalizacion. La
construccion de estos modelos es el objeto del Calculo de Probabilidades. Hay que conocer bien
las leyes basicas de la probabilidad para utilizar adecuadamente la metodologia estadistica. La

Estadistica indica como utilizar la informacion en aquellos casos en los que hay incertidumbre.

Se utilizaran modelos probabilisticos cuando no se encuentren modelos matematicos que sirvan

para determinar concretamente un fenémeno. Se denomina fendmeno aleatorio o experimento



aleatorio a aquél que puede dar lugar a varios resultados, sin que se sepa con certeza cual de

éstos va a ser observado.

A continuacion se introducen las tres interpretaciones de la probabilidad.
2. Interpretaciones de la Probabilidad
2.1 Interpretacion frecuentista

La probabilidad se interpreta como la frecuencia relativa con la que se obtendria un resultado si
se repitiera el experimento un numero grande de veces en condiciones similares. Asi, la
probabilidad sélo va a tener significado en el contexto de un experimento infinitamente

repetible.

Ejemplo 1: Se quiere determinar la proporcion de errores en la ejecucion de un programa. Se
observa, cada vez que se ejecuta el programa, el nimero de errores que aparecen. Si se aumenta
el nimero de ejecuciones, la frecuencia relativa de errores cometidos con respecto al numero de
ejecuciones se aproximara cada vez mas a la verdadera proporcion de errores. En la tabla 1 se

muestran los resultados para valores de ejecucion n entre 20 y 1500.

N° ejecuciones (n) N°errores (na) Frecuencia relativa

20 1 0,05
60 2 0,033
100 6 0,01
320 8 0,025
500 9 0,018
840 16 0,019
1500 31 0,026

Tabla 1: Tabla del ejemplo 1
La frecuencia relativa tiende al valor 0,02 conforme n crece.

Ejemplo 2: La frecuencia relativa de salir cara al tirar una moneda tiende a 0,5 al aumentar el

numero de tiradas.
Asi, se tiene la siguiente definicion de probabilidad como frecuencia relativa.

Definicion: Si un experimento se repite n veces bajo las mismas condiciones y n, de los

resultados son favorables a un atributo A, se define la probabilidad del atributo A como el limite

n
de TA conforme n se hace grande.



Los inconvenientes de esta interpretacion son los siguientes:

e “Un nimero grande de veces” no esta determinado, no puede interpretarse como un
limite en el sentido del Andlisis Matematico.
e “Bajo las mismas condiciones” no estd bien especificado.

e El sistema observado puede variar con el tiempo y con ¢l la frecuencia relativa.

Esta definicion solamente se aplica a fendmenos que se repiten muchas veces. Entonces, ;cémo
se calcularia la probabilidad de que el lanzamiento de un nuevo videojuego tenga éxito, de que
roben una valiosa joya, de que se produzca un accidente en una central nuclear, ...? ;Qué pasa
con estos fendmenos que solo ocurren una vez, en los que no se puede generar una poblacion

homogénea en la que calcular la frecuencia relativa?
2.2 Interpretacion clasica
Estd basada en el concepto de resultados igualmente verosimiles.

Ejemplo 3: Si se lanza un dado una vez hay 6 posibles resultados que son mutuamente
excluyentes (no puede aparecer mas de un resultado a la vez) e igualmente verosimiles (sus
frecuencias son practicamente las mismas si se supone que el dado no esta trucado y que el

experimento se lleva a cabo un nimero suficientemente grande de veces).

Puede entonces pensarse que la probabilidad de obtener un 5 es la proporcion de resultados que

den 5 respecto al numero total de resultados, es decir, 1/6.

Definicidn: Si un experimento aleatorio tiene n resultados posibles igualmente verosimiles y

mutuamente excluyentes y si ng de ellos tienen un atributo B, la probabilidad de B es la

., np
proporcion —=.

Ejemplo 4: En el lanzamiento de 2 dados, la probabilidad de que la suma de los resultados sea 7

es 1/6, ya que hay 36 resultados posibles y 6 tienen el atributo de sumar 7: (1,6), (2,5), (3,4),
(4,3),(5,2)y (6, D).

Los inconvenientes de esta vision son:

e En muchas situaciones practicas los resultados posibles de un experimento no son
igualmente posibles y entonces éste no es un método sistemdtico de asignar
probabilidades.

e Sec basa, al igual que la interpretacion anterior, en la repeticion de experimentos

realizados bajo las mismas condiciones.



2.3 Interpretacion subjetiva

Se asocia la probabilidad con el observador del sistema en vez de con el sistema bajo
observacion. Surge para los fenémenos que no se prestan a repeticion y cuando no es posible

hablar de un experimento llevado a cabo bajo condiciones similares.

Muchas personas hacen afirmaciones que de algin modo implican probabilidad. Por ejemplo,
cuando un corredor de bolsa asesora a un cliente sobre la posibilidad de que determinadas
acciones suban, estd sugiriendo alguna idea de la probabilidad de ocurrencia del alza de esa

accion.

En estos casos la probabilidad se interpreta como una medida personal de la incertidumbre de

un suceso, basada en experiencias previas.

La probabilidad representa entonces un juicio personal acerca de un fenomeno impredecible,
representa una medida del grado de creencia o de conviccion de un individuo (observador del

sistema) respecto a la ocurrencia de una afirmacion.

El principal inconveniente de esta interpretacion es que, como cada individuo asigna un nimero
a que suceda un hecho determinado, es muy dificil poner en comun a varios analistas. Ademas,

el hecho de que esté basado en un juicio personal proporciona inconsistencia a la definicion.
3. Definicion axiomatica de Probabilidad.

Para evitar tantos inconvenientes la probabilidad se definié axiomaticamente en los afios 30: se
establecen algunos axiomas y con base a éstos, se define formalmente la probabilidad. El
desarrollo axiomatico incluye las tres interpretaciones de la probabilidad: sus propiedades se
corresponden con las de la frecuencia relativa y se encuadran dentro de la teoria general de la
medida. De esta forma, la probabilidad seria una medida de incertidumbre, con propiedades

similares a las medidas de longitudes, tiempo, etc.

La definicion formal de probabilidad, a través de un conjunto de axiomas debidos a
Kolmogorov, se fundamenta en la teoria de conjuntos. Esta definiciébn es tan general que

permite incorporar las distintas interpretaciones de la probabilidad antes mencionadas.
Previamente se exponen algunos conceptos necesarios para introducir la definicion axiomatica.
3.1 Conceptos basicos

3.1.1 Espacio muestral



Se llama espacio muestral al conjunto de todos los posibles resultados de un experimento

aleatorio. Se denotara como €. Puede ser finito, infinito numerable o infinito no numerable.
Ejemplo 5:

- Q finito: numero de libros prestados en una biblioteca.
- Q infinito numerable: numero de trabajos enviados a una impresora.

- Q infinito no numerable: duracion de un determinado componente.
Ejemplo 6: Considérese el experimento de introducir 2 bolas en 2 urnas A y B.

- Q={AA, AB, BA, BB} si las bolas son distinguibles.
- Q={AA, AB, BB} si las bolas son indistinguibles.

3.1.2. Suceso

Se llama suceso o evento a cualquier subconjunto de Q. Un suceso es elemental si esta
formado por un solo elemento y compuesto si es union de sucesos elementales. Q es el suceso

seguro y @ el suceso imposible o nulo o vacio (nunca ocurre).

Ejemplo 7: En el lanzamiento de un dado, Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y el suceso “obtener par” sera

el conjunto {2, 4, 6}. El subconjunto {1} es un suceso elemental.

Dados dos sucesos A y B de un espacio muestral €, se definen las siguientes operaciones con

SucCesos:

e A c B:suceso contenido en otro. Siempre que ocurre el suceso A ocurre el suceso B.

e A U B: union de sucesos. Ocurre siempre que ocurre A o siempre que ocurre B (o
ambos).

e A N B:interseccion de sucesos. Ocurre siempre que ocurren A y B simultaneamente.

e A:suceso complementario o contrario de otro dado A. Ocurre siempre que no ocurre el
suceso A: A=A°=Q\ A

e A\ B:diferencia de sucesos. Ocurre siempre que ocurre AynoB: A\ B=A4n B.

e A A B: diferencia simétrica de sucesos: AAB=(A\B)U (B\ A).

Si A N B =@, los sucesos son incompatibles o disjuntos o mutuamente excluyentes.

El lenguaje de los sucesos es el mismo que el de conjuntos, con lo que las definiciones
anteriores se pueden representar graficamente mediante diagramas de Venn, como se ilustra en

la figura 1.
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Figura 1: Diagramas de Venn para las operaciones habituales con sucesos

La clase de los sucesos asociados a un experimento aleatorio verifica las siguientes propiedades

para las operaciones de union (U) e interseccion (N).

1. Conmutativa y asociativa.

2. Cada operacion es distributiva respecto de la otra.

3. Existe elemento neutro para la unién () y para la interseccion (€2).
4

Existe para cada suceso A, otro suceso Atalque ANA = @GyA UA=Q.

Esto quiere decir que la clase de los sucesos asociados a un experimento aleatorio tiene

estructura de algebra de Boole. Por lo tanto, se verifican las propiedades:

e Idempotencia: AUA=A,ANA=A.
e Leyes De Morgan: AUB= ANB,ANB=AUB.

Un sistema completo de sucesos o particion del espacio muestral es el conjunto de sucesos

{Ai}ien tales que UiZ; A; = Qy son disjuntos dos a dos, es decir, A; N A;= @ para todo i # j.
Ejemplo 8: El conjunto de los sucesos elementales es una particion del espacio muestral Q.

A continuacién se presenta la definicion axiomatica de probabilidad. Dado el espacio muestral
Q asociado a un experimento y P(£2) la o-algebra formada por todos los posibles subconjuntos
de Q, se trata de establecer una medida de incertidumbre para los sucesos de este experimento,

asignando un numero real a cada suceso.

3.2 Axiomatica de Kolmogorov



Una probabilidad en (Q2, P(Q)) es una funcion P definida sobre la c-algebra sobre la recta
real R.

P: P(Q) — R
A — P(4)
verificando las condiciones siguientes:

1) Paratodo A € P(Q),P(A) =0
2) PQ)=1
3) Propiedad de c-aditividad: Para todo A4, 4,, ..., 4,, ... € P(Q) disjuntos dos a dos se

() - Sor
1 i=1

i=

tiene

Se llama espacio probabilistico a la terna (Q, P(Q), P).

Estos tres axiomas son razonables para las interpretaciones ya vistas de la probabilidad. Esta
definicion muestra las caracteristicas de las proporciones o frecuencia relativa que son un
numero entre 0 y 1. Ademas, dado que cuando se realiza un experimento siempre ocurre un
resultado, la probabilidad de Q es 1, y si no hay ningtin resultado comun entre dos sucesos 4 y
B, la probabilidad de que ocurra A o B es la proporcion de veces que ocurre A mas la

proporcion de veces que ocurre B.
Como consecuencia de los axiomas se tienen las siguientes propiedades:

1) P(@)=0

2) P(A) < 1lparatodo A

3) P(A) =1-P(4)

4) Propiedad mondtona: Si A € B entonces P(A) < P(B)

5) Regla de adicion de probabilidades: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) para
cualesquiera 4, B

6) Generalizacion de la anterior:

P (LnJ Ai) = iP(Ai) — iP(Ai NA4;)+ i PA;NA NA) + -+ (-1)™*1P(4,
i=1

i=1 <) i<j<k

NA,N...NA,)

7) Propiedad subaditiva:



p(LnJAn) < ri

8)
p (ﬂ An) >1- ZP(An)

Ejemplo 9: Una computadora biprocesador de una gran empresa funciona si cualesquiera de sus
dos procesadores A y B funciona. Sabiendo que la probabilidad de que el procesador A funcione
es 0,85, la de B es 0,9 y la de que ambos funcionen simultaneamente es 0,76, calcular la

probabilidad de que la computadora funcione.

P(AUuB) =P(A)+P(B)—P(ANB)=085+09—-0,76 =0,99
4. Cuantificacion de la Probabilidad.
4.1 Regla de Laplace (Probabilidad clésica)

En muchas situaciones todos los sucesos elementales tienen la misma probabilidad de ocurrir, es
decir, son equiprobables. Esto sucede en los juegos de azar como en problemas de lanzamiento

de dados, de monedas, extraccion de cartas de una baraja, etc.

. . . 1
Si existen n sucesos elementales equiprobables, la probabilidad de cada uno de ellos sera - de
manera que la suma total sea 1. Un suceso compuesto A formado por k sucesos elementales

tendra probabilidad S lo que da lugar a la regla de Laplace:

k namero de casos favorables
P(A) =X = !

n namero de casos posibles

Para contar este nimero de casos favorables y casos posibles se utiliza el analisis combinatorio.

La regla de Laplace solamente debe usarse en contextos en los que esté asegurada la

equiprobabilidad de los sucesos.
4.2 Ruleta de la Fortuna (Probabilidad subjetiva)

Se introduce un experimento de referencia que actiia como “regla” y que se usa para cuantificar
las creencias de un individuo llamado decisor. Asi, el decisor puede expresar sus creencias

respecto a proposiciones sobre el experimento de referencia.

Se considera una ruleta de la fortuna (equilibrada) aunque se puede hacer con cualquier
dispositivo de azar como urnas, bolas de colores, .... Se comparan los sucesos a cuantificar con

sectores en la ruleta de la fortuna, de tal forma que si por ejemplo el decisor piensa que es

8



igualmente probable el que ocurra un suceso A con que la aguja de la ruleta caiga en un sector

I3 . ’ ey X . .
de area x%, se asignaria a ese suceso una probabilidad de 700 (por ejemplo, si fuera el 20%,

P(A) = 0,2). Cuando existen varios sucesos a cuantificar, como las probabilidades se calculan
de manera independiente, hay que comprobar que la suma es 1, y en caso contrario hacer una

pequefia modificacion.

5. Anexo: Métodos de conteo para determinacion de probabilidades.

En muchos casos, como en algunos juegos de azar, se trabaja con espacios muestrales finitos en
los que los sucesos elementales son equiprobables. Como ya se ha visto, en estos casos se utiliza
la regla de Laplace para determinar la probabilidad de sucesos compuestos, y por tanto se
necesita determinar cuantas situaciones se consideran favorables y cudntas posibles. Para ello se

utiliza el Analisis Combinatorio.
A continuacion se muestran algunas definiciones previas.

Poblacion es una coleccion finita o infinita de elementos, que va a ser el conjunto de referencia

sobre el que van a recaer las observaciones.
Muestra de tamafio r es un subconjunto de la poblacion con r elementos.

Muestreo es la toma de la muestra. Se utilizard el muestreo aleatorio, es decir, se supone que la

muestra se selecciona mediante un experimento aleatorio. Existen dos tipos de muestreo:

e Sin reemplazamiento

e Con reemplazamiento

Extraidos r elementos de la poblacion por cualquiera de los dos procedimientos, se puede

considerar que esos elementos estan:

e Ordenados: originando las muestras ordenadas
¢ Sin ningln orden: originando las muestras sin ordenar o subpoblaciones.

Asi, en este contexto se tienen 4 tipos basicos de muestreo aleatorio:

e Sin reemplazamiento y los objetos ordenados
e (Con reemplazamiento y los objetos ordenados
e Sin reemplazamiento y los objetos no ordenados

e (Con reemplazamiento y los objetos no ordenados

Para contar el nimero de veces que pueden ocurrir todos los sucesos que se pueden observar se
utiliza el principio fundamental del conteo o regla de multiplicacion que se expresa de la

siguiente forma: Dados k conjuntos A4, 4,, ..., Ay cada uno con un numero de elementos n,,



n,,..., Ny respectivamente, se pueden formar n, -n,-:----n, ordenaciones de la forma

(x4, ..., xx) donde x; es un elemento de A4, ..., X es un elemento de Ay.

Ejemplo 10: Se quiere clasificar un colectivo de personas segun su sexo (hombre, mujer),
estado civil (soltero, casado, viudo) e idioma (considérense 10 basicos). Determinar el niimero

de clases que se obtendran.
2-3-10 = 60 clases

Este principio establece que todos los posibles resultados en una situacion determinada se
pueden encontrar multiplicando el nimero de formas en la que puede suceder cada suceso, y es
la base para desarrollar otros conceptos como variaciones y combinaciones que se presentan a

continuacion.
5.1 Sin reemplazamiento y ordenados

Para determinar todas las muestras diferentes de tamafio r que se pueden seleccionar sin
reemplazamiento de una poblacion de tamafio n y en la que los objetos estan ordenados

(importa el orden en el que estan colocados) se utilizan las variaciones.

Variaciones de n elementos tomados de r en r, son los diferentes grupos de r elementos que
se pueden formar con los n elementos, de forma que dos grupos son distintos si tienen algin

elemento distinto o si estan en distinto orden. Se denotan con V, ..

Utilizando el principio fundamental de conteo se obtiene cuantos grupos hay. Para la primera
posicion se puede seleccionar cualquiera de los n elementos, para la segunda como ya se ha
extraido un elemento de la poblacioén y el muestreo es sin reemplazamiento, se tienen n — 1
opciones, para la tercera n — 2, ... Siguiendo con este razonamiento para la ltima posicion ya
se han utilizado r — 1 elementos, quedando n — (r — 1) = n — r + 1 elementos entre los que se

seleccionara este ultimo. Asi,
Vorp=n(n—1) - (n—-r+1)

Si r = n se corresponde con ordenar n elementos, y se obtienen las permutaciones de n

elementos que son las distintas ordenaciones de dichos elementos.

Ejemplo 11: Con las letras distintas de la palabra PROBABILIDAD, formar palabras de 3
letras diferentes (aunque carezcan de significado). ;Cuantas de ellas empiezan por P? ;Cudntas

empiezan por P y acaban en D?
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En total se pueden formar Vg3 =8-7-6 = 336 palabras, de las cuales empiezan por P

V;, =76 =42y las que empiezan por P y acaban en D son Vg ; = 6.
5.2 Con reemplazamiento y ordenados

Cuando se vuelve a introducir el elemento observado en la poblacion antes de la siguiente

extraccion, se obtienen las variaciones con repeticion.

Variaciones con repeticion de n elementos tomados de r en r, son los diferentes grupos de r
elementos que se pueden formar con los n elementos, en los que pueden aparecer elementos
repetidos, de forma que dos grupos son distintos si tienen algin elemento distinto o si estan en
distinto orden. Es decir, son las variaciones ordinarias pero admitiendo la posibilidad de que se

repitan elementos en un mismo grupo. Se denotan con VR, ,..
Abhora se tienen n opciones en cada una de las extracciones por ser con reemplazamiento. Asi,
VR, =n"

Una aplicacion inmediata de las variaciones con repeticion es a los problemas de ocupacion de r
bolas en n celdas, considerando las bolas como distinguibles. Representan las formas posibles

de meter las r bolas en las n celdas.

Ejemplo 12: Formas posibles de rellenar una quiniela de 14.
VR34 = 3™

5.3 Sin reemplazamiento y no ordenados

Cuando el muestreo se realiza sin reemplazamiento y no importa el orden de los elementos

dentro del grupo, se obtienen las combinaciones.

Combinaciones de n elementos tomados de r en r, son los diferentes grupos de r elementos
que se pueden formar con los n elementos, de forma que dos grupos son distintos si tienen algin

elemento distinto. Las combinaciones son subpoblaciones o subconjuntos. Se denotan con Cp, ;..

Las subpoblaciones (combinaciones) y las muestras ordenadas sin reemplazamiento
(variaciones) solo se diferencian en el orden. Una subpoblacién determinada de tamafio r dara

lugar a r! muestras ordenadas de tamafo r. Asi,

Var n! n
Chr = — =—=( ), r<n
Ml (=7t \r
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Estos numeros se llaman niimeros combinatorios o coeficientes binomiales. Algunas de sus

propiedades son las siguientes:

n n . (M (ny _
y (r) - (n—r) y de ahi (n) - (0) =1
n
« (1)=n
ny m-—1 n—1
* (T)_(r—1)+( r )
Ejemplo 13: Se ha de seleccionar a 5 profesores de un departamento para formar parte de un
tribunal. Supdngase que el director de departamento debe elegirlos de entre 10 hombres y 4

mujeres. Si éste decide que de los 5 profesores 3 sean hombres y 2 mujeres. ¢ De cuantas formas

puede lograrse lo anterior?

- Formas de seleccionar 3 hombres de 10:

Cros = (%) = 10 120

3 7! 3!
- Formas de seleccionar 2 mujeres de entre 4:
_(h=_* _
Caz _(2)_2!-2!_6

Por tanto, el nimero de maneras en que ambos pueden ocurrir es 120 - 6 = 720.
5.4 Con reemplazamiento y no ordenados
En este caso se utilizan las combinaciones con repeticion.

Combinaciones con repeticion de n elementos tomados de r en r, son los diferentes grupos
der elementos que se pueden formar con los n elementos, en los que pueden aparecer
elementos repetidos, de forma que dos grupos son distintos si tienen algun elemento distinto.
Las combinaciones son subpoblaciones o subconjuntos. Es decir, son las combinaciones
ordinarias pero admitiendo la posibilidad de que se repitan elementos de un mismo grupo. Se

denotan con CR,, ;..

Al ser un muestreo con reemplazamiento, seran necesarios r reemplazamientos, con lo que se
puede considerar como una seleccion sin reemplazamiento, en la que se tiene en cuenta el orden
de los elementos, de r elementos de una poblacion con n + r — 1 elementos. Asi,

n+r—1)

CRoyr= ("7

Las combinaciones con repeticion se utilizan en los problemas de ocupacion de r bolas en n

celdas, cuando las bolas son indistinguibles.
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Ejemplo 14: ;Cuantos resultados posibles se obtienen al lanzar 5 dados indistinguibles?
_ (10
CRos = ('5)

5.5 Particiones

Se denomina particién de tamafio r de una poblacion de tamafio n a una division de la

poblacion en r grupos ordenados de elementos desordenados tal que

e El grupo i-ésimo tiene n; elementos (i = 1, ....,1)

e ny+n,+--+n.=n

Es decir, se esta dividiendo la poblacion en r subpoblaciones (dentro de cada grupo no se tiene

en cuenta el orden de los elementos) y se tiene en cuenta el orden de tales subpoblaciones.
5.5.1 Permutaciones con repeticion

Las permutaciones con repeticion de r elementos distintos tales que el primero aparece ny
veces, ..., el r-ésimo n,. veces, con n, +n, + -+ n, = n, son los diferentes grupos que se
pueden formar con los r elementos distintos de forma que en cada grupo cada elemento
aparezca nq, ..., N, veces respectivamente y esto en un orden determinado. Se denotan con

n
PRy,,..n-

Esto equivale a determinar el nimero de particiones distintas de tamafio r en las que se pueden
dividir los n elementos de forma que el primer grupo tenga tamafno nq, ..., el r-ésimo grupo

tamafio n,.. Se puede demostrar que

n!

PR = —
nq,...,Nn

T o mylngteeen,!

Son los coeficientes multinomiales.

Ejemplo 15: Se reparten las 40 cartas de una baraja entre 4 jugadores. Calcular la probabilidad

de que cada jugador tenga un as.

- Casos posibles:

40 40!
PR10,10,10,10 = W

- Casos favorables:
Si le toca un as a cada jugador, las 36 cartas restantes se pueden repartir en 4 grupos de

9 cartas de PR3$ ¢ o formas.
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Y las formas de repartir los 4 ases entre los 4 jugadores son P, = 4!, con lo que los
casos favorables son

41+ PR3% 90
Asi, por la regla de Laplace, la probabilidad pedida es

36
4’! * PR9’9‘9’9

40
PR10,10,10,10
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